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Baze vektorovych prostoru

ProtoZe vektorové prostory maji obecné nekone¢né¢ mnoho vektort, je tfeba pro jejich
‘S\:} uplny popis nalézt jinou vhodnou metodu. Ukazuje se, Ze vektorové prostory konec-

nych dimenzi jsou plné generovany kone¢nou mnozinou vektorii. UkaZeme si, Ze pomoci

specidlni mnoziny generatort, kterou nazyvame baze muzeme fesit zdkladni dlohy.

Cilem lekce je pochopit pojmy baze a soufadnicovy systém, naucit se hledat transformacni
@ rovnice mezi riznymi soufadnicovymi systémy téhoZ prostoru a nakonec hledat baze
priniku a souctu vektorovych prostort.

V minulé lekci jsme si definovali vektorové prostory konecné dimenze jako ty, které maji
kone¢nou generujici mnoZinu. Tedy V je kone¢né dimenze, jestlize existuje konecnd mnoZzina
vektori M takovd, Ze [M] = V. Nyni budeme feSit otdzku, kdy je mnoZina generdtorti M
minimdlni nebo alternativné, zda-li neexistuje mnoZina vlastni podmnoZina N C M spliujici
[N] =V.

Definice 6.1 M¢&jme vektorovy prostor V = (V, T, -). Potom fekneme, Ze mnoZina vektort
U1, - .., Uy je linedrné nezdvisld, plati-li, Ze z rovnosti

o= kiiplyneky =ky=--- =k, =0
=1

pro libovolné k1, ... .k, € T.
V opacném piipadé vektory nazveme linedrné zdvislé.

Priklad 6.1 Zjistéme, zda-li jsou vektory (1,1,3),(1,2,3), (1,3, 3) linearné zavislé ¢i neza-
vislé. Z definice dostdvame soustavu tfech linearnich rovnic o tfech neznamych

k1(1,1,3) + k2(1,2,3) + k3(1,3,3) = (0,0,0).
Obecné feseni této soustavy je zavislé na jednom parametru a je ve tvaru (p, —2p, —p). Definice
nam fikd, Ze vektory jsou linedrné nezavislé pravé kdyz existuje jediné (nulové) feSeni této
soustavy. JelikoZ existuje nenulové feSeni, napf.

1(1,1,3) + (—2)(1,2,3) + (—1)(1,3,3) = (0,0,0),

jsou vektory linearné zavislé.

Véta 6.1 Matice A a B jsou rddkové ekvivalentni tehdy a jen tehdy, generuji-li jejich Fddky
(jako vektory) stejné vektorové prostory.

Véta 6.2 Nenulové rddky matice A v trojithelnikovém tvaru jsou (jako vektory) linedrné
nezavislé.




Piiklad 6.2 Chceme-li najit mnozinu linedrné nezavislych vektort, které generuji stejny pro-
stor jako vektory (1,1,3),(1,2,3),(1,3,3), vytvofime z nich matici a Gaussovou elimina¢ni
metodou pfevedeme do trojuihelnikového tvaru:

113 113 113
1231 ~1010)~1(1010
133 020 000

Z tvaru posledni matice plyne, Ze vektory (1,1, 3), (0, 1,0) jsou linedrné nezavislé. Navic podle
véty 6.1 generuji stejny prostor jako pivodni matice.

Nasledujici véta miiZe slouzit jako alternativni definice linearni nezavislosti vektora.

Véta 6.3 Vektory jsou linedrné zdvislé tehdy a jen tehdy je-li néktery z nich linedrni kombi-
naci ostatnich.

Véta 6.4 Z kazdé konecné mnoZiny vektorii Ize vybrat linedrné nezdvislou mnoZinu takovou,
Ze generuje stejny prostor.

Vybér linearné nezavislé mnoziny z predchozi véty realizujeme nasledovné. Jsou-li vektory
U1, . .., U, linedrné zavislé, potom (postupem stejnym jako v Pfikladu 6.1) nalezneme skaldry
ki, ..., k, € T takové, Ze plati

0= kv + kot + - - - + kU,

pri¢emz alespoii jeden z koeficientl je nenulovy. Vybereme libovolny (jeden) nenulovy koefi-
cient (ozna¢me si jej napiiklad K; # 0) a z mnoziny pivodnich vektorli pravé tento vektor 7;
odebereme.

Ziskand mnoZina je o jeden prvek mensi. Pokud neni linedrné nezévisld postupujeme znovu
stejné€. Z konecnosti pivodni mnoZiny plyne, Ze se tento algoritmus zastavi.

Posledni véta, kterd je pojmenovana po Stenitzovi, bude mit v pfiSti kapitole duleZzité
disledky a umoZzni ndm definovat dimenzi vektorového prostoru.

Véta 6.5 JestliZe mnoZina vektorii iy, - - - i, generuje vektorovy prostorV a vy, . .., Uy, jsou
linedrné nezdvislé vektory potom m < n a p¥i vhodném ocislovdani vektorii také mnoZin také
mnoZina vektori vy, . . ., Uy, U1, - - - Uy generuje prostor V.

Baze a dimenze vektorového prostoru

Jak vyplyva z uvedenych vét, vSechny ,,informace* o vektorovém prostoru jsou jiZ ob-
saZzeny v mnoZziné generatord. Pokud je mnozina generatorti linedrné zavisld, nékteré
informace se v ni opakuji. Nasledujici definice je siln€ inspirovdna témito poznatky



Definice 6.2 Rekneme, 7e n-tice vektort @ , ..., Uy, tvofi bazi vektorového prostoru ) jestlize
plati:

i) vektory v1, ..., v, generuji vektorovy prostor V),
ii) vektory v1, ..., 4, jsou linedrné nezavislé.
Bazi obvykle znacime jako uspotfddanou n-tici vektoru nasledovné (v, . .., ¥,).

Dusledek Steinitzovy véty jsou nasledujici tvrzeni a definice

Véta 6.6 Jsou-li (uy,...,u,)a(vy,...,0,) bdze tého? vektorového prostoru, potom m = n.

Tato véta umoziuje definovat dimenzi vektorového prostoru.

Definice 6.3 Je-li (U, ..., 7,) baze vektorového prostoru V, potom fekneme, Ze pfirozené
¢islon € N je dimenzi vektorového prostoru V (znacime dim ) = n).

Nasledujici véta dava do souvislosti dimenze vektorovych podprostori s dimenzemi jeho
priniku a souctu.

Véta 6.7 Jestlize Uy, Us jsou vektorové podprostory prostoru V potom plati

Priklad 6.3 Mame zaddny dva vektorové prostory U a V pomoci svych bazi nasledovné:
U: <ﬁl,...,l_b'm>,

V: <171,...,17n>.

Ukolem je najit bazi priniku prostorti 2/ NV a souétu prostorti 24 N V.

Bazi souctu prostorti i/ a V (tedy prostoru U & V) ziskdme tak, Ze aplikujeme postup Piikladu
6.2 na vektory uy, ..., Uy, U1, . . ., Up.

Bézi priniku ziskdme nasledujici dvahou. Vektor v € U NV tehdy a jen tehdy, jestlize
existuji skalary sq,..., S, t1,...,t, € T takové, Ze plati

m

n
D sl ==Y . (%)
=1

i=1
Z tohoto vztahu dostdvame systém linedrnich rovnic o m + n nezndmych (nezndmé jsou pravé
S1y+-+38m,1t1,-..,1,) Ve tvaru

—

s1Uy + - A Sty + 1 (=) + -+t (—T,) = 0.

Resenim soustavy je vyjadfeni neznamych sq,..., Sy, t1,...,t, v zdvislosti na parametrech
P1, - - ., Pr ve tvaru. Dosazenim tohoto feSeni zpét do vztahu (x) dostdvame parametrické vyja-

dfeni priniku.



Souradnice vektoru v bazi, transformacni rovnice

B4zi souradnicového systému lze efektivné pouZit k popisu vektorového prostoru pomoci

soufadnic. Pro ilustraci zGstaiime ve vektorové roviné. Potom libovolné dva vektory, které
nelezi na jedné primce tvofi bazi. Souradnicovy systém muze vytvofit tak, Ze osy vedeme
ve smérech vektort a délka vektoru bude jednotkou ,,délky* na jednotlivych osach. Potom
rovnobéznikovy systém (ktery neni obecné pravouhly) souradnic bude odpovidat ndmi
zavedenému systému.

Véta 6.8 Jestlie B = (Uy,...,0,) je bdze vektorového prostoru V. Potom ke kaZdému
vektoru v € V existuje jedina n-tice skaldrit ky, . . ., k,, splitujici rovnost
n
7= kii.
i=1
Potom Fekneme, Ze n-tice (ki,...,k,) jsou soufadnice vektoru ¢’ v bazi B (toto znacime
?7: [lﬂl, ey kn}B)

Piiklad 6.4 Chceme-li zjistit soufadnice vektoru v nékteré bazi, postupujeme stejné jako v
Ptikladu 6.1. Jedinym rozdilem je, Ze skute¢nost, Ze vektory ndm tvoii bazi, garantuji jediné
feSeni soustavy rovnic. Toto feSeni jsou hledané soutadnice.

Véta 6.9 Jestlize B = (v}, ...,U,) je bdze vektorového prostoru V. Méjme vektory urcené
svymi soufadnicemi [ky, ... k,|g a[s1,..., S5 a skaldr k € T. Potom plati

l) [l{?l,...,kn]B—F[Sl,...,Sn]B:[l’fl—'—Sl,...,kn—FSn]B,
i) ko [kiy ks = [k k. ke Eols.

Protoze ziejmé plati, Ze kazdé soufadnice urcuji vektor, hlavnim disledkem této véty

@ je, Ze vektorové prostory konecné dimenze nad télesem T jsou aZ na oznaceni prvki
identické s vektorovymi prostory T" (matematickou terminologii fikdme, Ze prostory
jsou izomorfni).

V posledni ¢asti si ukdZeme, Ze matice poskytuji elegantni ndstroj jak vyjadfit transformace
soufadnic téhoZ vektoru v riznych bazich.



Véta 6.10 Jestlize mdame bdze B = (i1, ..., u,) aC = (¥,...,0,) vektorového prostoru
V. JestliZe plati
Uy = [an, aiz, - .- 7a1n]07
Uy = [a21, agg; - - - 7a2n]C7
ﬁn = [anh Ap2, - - - 7ann]Cv
a oznacime-li matici
a1l A12 ... Qin
a21 A22 ... Qon
A= . . |
Ap1 Ap2 ... Qpp
potom pro libovolné dva vektory skaldrii (sy,...,8,), (t1,...,t,) € T" plati, Ze
[81, e ,Sn]B = [tl, e ,tn]c
tehdy a jen tehdy, plati-li
(517-"7571) A= (tl,...,tn).
Matice A se potom nazyvd matice ptechodu od bdze BB k bdzi C a znacime ji Apc.

Jestlize soutadnice vektoru ¢’ v bazi B znaéime [¢]g, potom lze predchozi vétu zapsat i
jednoduseji
[0]5 - Apc = [U]c.

Priklad 6.5 Najdéme matici pfechodu mezi bazemi
B = <(27 O)’ (37 1)>
C= <(17 _1)7 (1’ 1)>

Protoze plati

plati také
(2,0) = [1,1]¢, (3,1) =[1, 2]c
a proto matice prechodu je ve tvaru
11
nee— (11,
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